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Musterlosung Probepriifung
Lineare Algebra fiir die Naturwissenschaften

Aufgabe 1
Betrachten Sie die folgenden Vektoren im R3:
1 1 1
oW =[-1], v® = |2 v® = [ a
1 1 b
(a) Fiir welche Werte von a,b € R ist [v] = [v®,v®, v)] eine Basis des R3?

(b) Fiir welche Werte von a,b € R ist [v] = v, v?) v®)] eine Orthogonalbasis des R??

(c) Seien a,b € R so, dass [v] = [vV) v®) v®)] eine Orthogonalbasis ist (vgl. (b)).
Skalieren Sie die Vektoren v, v®) v®) so, dass die skalierten Vektoren eine ON-
Basis bilden, und bestimmen Sie die Koordinaten von

1
u= |1
1

beziiglich dieser ON-Basis.

(d) Seien @ = 1 und b = 0. Bestimmen Sie den nicht-orientierten Winkel zwischen v®

und v®.
Losung:
(a) Esist
1 11
det | -1 2 a|=1-(2b—a)—1-(=b—a)+1-(—1—-2)=3b—3.
1 10

Damit ist [v] = [v)),v® v3)] eine Basis genau dann, wenn 3b — 3 # 0 < b # 1.

(b) Wir rechnen nach, dass (v"),v®) = 0. Es miissen a, b also so gewihlt werden, dass
(v Y =0 und (@, vB®)) = 0. Bs gilt (v, v®)) =1 —a + b und (@, 00) =
1 4 2a + b. Wir miissen also das folgende GLS 16sen:
—a+b=-1
2a+b=—1.
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Mit dem Gaussverfahren erhalten wir

-1 1] -1 N 1 —-1]1 . 1 010
2 1]-1 0 3 |-3 0 1|-1)°
Damit ist [v] eine Orthogonalbasis genau dann, wenn a = 0 und b = —1.

(c) Wir skalieren die Orthogonalbasis aus (b) so, dass alle Vektoren die Norm gleich 1
erhalten:

1 1 1
1 2 3
o) 1 o @ 1) o o®

1
A @~ V6 \ ] @~ Vel

Damit ist [w] = [w®, w® w®)] eine ON-Basis. Die Koordinaten von u beziiglich [w]

sind dann .
(u, wt’) 7
(u, w®) 0

(d) Sei ¢ dieser Winkel. Dann gilt

@) ,®) 5
cos(p) = W, v) = =

3
R[S Vev2  2v3

Damit folgt ¢ = %.

Aufgabe 2

Betrachten Sie den R-Vektorraum Kj[x] der Polynome mit reellen Koeffizienten vom
Grad hochstens 3 sowie die Abbildung

"

T Kala] > Kola), T(p(x)) = p"(2) - 29" (2) + 5 (2).

(a) Zeigen Sie, dass T linear ist.
(b) Betrachten Sie die Basis [b] = [2°, 2® + 2z, x, z + 1]. Bestimmen Sie Tjj_ -

(c) Bestimmen Sie die Dimension der Bildmenge von 7.

Losung:
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(a) Seien p(x),q(z) € K3[z] und o € R. Dann ist

!

T(p(x) + q(x)) = (p(x) + q(x))" = 2(p(z) + q(2))" + (p(z) + q(x))
=p (@) +q (z)—2p (z) =24 (2) +p () + ¢ (x) = T(p(x)) + T(q(x)),
T(ap(z)) = (ap(x))” = 2(ap(x))” + (ap(z))

"

= ap" (z) — 2ap (x) + ap (z) = aT(p(x)).

Damit folgt, dass T linear ist.
(b) Wir bestimmen zuerst Idyj_p), Idp— und T, wobei [e] = [2?, 22, z,1]. Es ist
T(x*) =6 —12r + 32, T(2*)=—-4+2x, T(x)=1, T(1)=0.

Damit sieht man, dass

0 0 0O
3 0O 0O
T =112 2 0 0
6 —4 10
Man sieht direkt, dass
1 0 00
01 00
Id[b}—%e]_ 02 1 1
0 0 01
Zudem ist ]d =7 d[_b] e Wir rechnen
1 00 01 00O 100 01 0 0 O
01 0O0/01O00 o 01 0O0|/0 1 0 O
021 1/001°0 0010/0 —21 -1
0 00 1|0 0 01 00010 0 0 1
Damit gilt T[b]—)[b] = Id[e]%[bﬂﬂ[e]_)[e}[d[b]ﬁ[e}, also
1 0 0 0 0 0 00 1 0 00
T 10 1 0 O 3 0O 00 01 00
b=l = o —2 1 —1||-12 2 o000 2 11
0O 0 0 1 6 —4 10 00 01
1 0 0 0 0 0O 00 0 0O 0 O
10 1 0 O 3 0 0 0] 3 0O 0 O
10 =2 1 —1 -12 2 0 0] |-24 4 -1 -1
0O 0 0 1 6 -2 11 6 -2 1 1
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Alternative Losung: Man tiberpriift direkt:

T(2*) =6 — 121 + 327 = 3(2® + 27) — 247 + 6(x + 1)
T(x* +2z) = —4+ 27 + 2 =4z —2(z +1)
T(x)=1 =—z+(r+1)
Tx+1)=1 =—x+(z+1)

Damit kann man dann Tp,_,; ablesen:

0O 0 0 0
30 0 0
Toow = | g 4 —1

6 -2 1 1

(c) Zur Bestimmung der Dimension der Bildmenge betrachten wir Tj.,j. Da Zeilenstu-
fenoperation die Dimension der Bildmenge nicht &ndern, kénnen wir aus

0 0 00 0000
3 0 00 . 1000
—-12 2 0 0 0100
6 —4 10 0010

folgern, dass die Elemente im Bild von 7' von der Form axz? + bx + ¢ sind. Somit ist
[#2, 2, 1] eine Basis der Bildmenge, die also die Dimension 3 hat.

Aufgabe 3
Betrachten Sie die Matrix

o
I
O = =
[ s R
_—_- o

(a) Finden Sie die Eigenwerte von A sowie deren algebraische Multiplizitéten.

(b) Gibt es eine Basis von R?, die aus Eigenvektoren von A besteht? Begriinden Sie Thre
Antwort.

(c) Ist A invertierbar? Wenn ja, bestimmen Sie die Inverse.

Losung:
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(a)

22

(1-2)(z*—2—1)—1(1—2)

—z—1-2 4224 242-1=—-224224+2-2

Man rit, dass 1 eine Nullstelle von —z3 + 222 + z — 2 ist. Wir fiihren eine Polynom-

division durch

(=22 422 +2-2):(z—1)

—22 4+ 242

Die Nullstellen von —z2+ 2+ 2 sind 2 und —2. Somit ist x4 = —(z —1)(2 —2)(2 + 2).
Die Eigenwerte von A sind also 1,2 und —2, jeweils zur algebraischen Multiplizitét

1.

(b)

Ja, es gibt so eine Basis. Da A drei verschiedene Eigenwerte hat, ist A diagona-

lisierbar (da die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwerts mindestens 1 ist, sind
geometrische und algebraische Vielfachheit gleich). Zudem ist klar, dass die Basis,
zu der A Diagonalgestalt hat, aus diesen Eigenvektoren besteht.

(c)

Esist det A = —1—1 = —2 # 0. Somit ist A invertierbar. Wir berechnen die Inverse:

1 1 0[1 0O 1 1 0,1 00 10 1,0 1 0
1 o01{0o01o0}]—-(0 -11{-110}—=101-1,1 =10
01 1/0 0 1 0 1 1[0 01 00 2|-1 1 1
10 1,0 1 0 1 01 % % —%
{01 -1/1 =10 |—=(010 3 —3 3
oo 1]t 5 1) Noon| ¢
Also ist
1 1 _1
Al — T a7
IR ¢
2 2 2
Aufgabe 4
Betrachten Sie die Matrix
A 1 4
S\ 1)
Bestimmen Sie eine Basis, zu der A Diagonalform hat.
Losung:
Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte:
1—2z 7 . . 2 2 N 2
det< ; 1—2)_(1 2 —i=(1—-2)"+1
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Somit sind die Eigenwerte von der Form 1 4= w wobei w? = —1, d. h. w = 4. Also sind
die Eigenwerte A\ = 1 4+ ¢ und Ay = 1 — 4. Berechen wir die Eigenrdume:

QI B G B e R i

Somit sind Eigenvektoren zu A; von der Form (xQ)

)
1— X 0 (i . (A . 11
i 1—X) \4 i 00 0 0/
Somit sind Eigenvektoren zu Ay von der Form _xe
2

1

Somit hat A zu der Basis [v] = [G) : (

) ] Diagonalgestalt.

Aufgabe 5

Betrachten Sie das folgende System von Differentialgleichungen:

i (t) = 1 (t) + 2(t)
Ya(t) = 3y1(t) — ya(t) .

(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems.

(b) Finden Sie die Losung mit y;(log(2)) = 1, y2(log(2)) = 1.

Losung:

(a) Die allgemeine Losung ist von der Form y(t) = e'tc mit A = ; _11 . Um € zu

berechnen, bestimmen wir zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

det <1gz _11_Z> =22 —4=(2-2)(2+2)

Die Eigenwerte sind also 2, —2.
1-2 1 (-1 1 N -1 1
3 —-1-2) \\3 -3 0 0

Somit ist (1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.
1+2 1 (31 . 31
3 —-1+2) \31 0 0
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1

Somit ist (_13) ein Eigenvektor zum Eigenwert -2.
1
L =3
1 1

10 . 1 —% 1 0 . 1 —%
01 0 2 |-11 0 1
Damit kénnen wir e’

A
1 =1 et 0 3 1
(2
1 1 0€2t 1 1

1 <3€2t b2t g2t _ 62t)

| e
N[
S QO [
\_/

angeben:

— Z 3€2t . 36—2t 62t + 36—215

Die allgemeine Losung ist somit von der Form
(o) = 1 [ 362 4 =2t o2t _ o2t o
YW =732 — 3672 2 13672 ) \ ¢y )
(b) Esist

o 108(2)A _ ( 3e—2log(2) | 2log(2)  o—2log(2) _ ,2log(2) )

367210g(2) _ 3e2log(2) efQIOg(Q) + 3e2 log(2)
3-27% 422 272 — 22
3.-272-3.22 27243.22

1 /19 -15
16 \—45 49 /-

loe@a (1) 1 (4} _
1)~ 16 \4

Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

o(i-log(2))A Iy _ oiA g los(2)A Iy _ otA : _ 1 e feH e —e? (1
1 1 3 16 \3e? —3e72t 2 4372 ) \1

N N

Damit folgt

NI

Aufgabe 6

Entscheiden Sie mit Begriindung, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.
(a) Seien A € U(2) und A, Ay die Eigenwerte von A. Dann gilt A\; - Ay = £1.
i 0

0 1
sind die Eigenwerte von A gleich 4, 1. Somit ist ¢ - 1 =i # +1.

falsch: Man priift leicht, dass A = ( € U(2) (mit Hilfe von AA" = Id). Jedoch
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(b)

Seien A, B € R>**2 mit A- B = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist. Dann sind A
und B diagonalisierbar.

. 0 0 01 . 0 0 :
falsch: Sei A = 00 und B = 00l Dann ist A- B = (0 0) und somit
eine Diagonalmatrix. Jedoch ist B nicht diagonalisierbar, denn sonst miisste die Dia-
0 8 sein, und dies wiirde wiederum bedeuten, dass B jeden
Vektor auf den 0-Vektor abbildet, was jedoch nicht stimmt.

gonalgestalt gleich (O

Sei A € GL(n,R). Dann ist det(A(AT)™!) = 1.

wahr:

det(A(AT)™Y) = det(A) det((AT) ™) = det(A)(det(AT)) ™" = det(A)(det(A))™" = 1.
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