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Zusatz: Eigenwertprobleme

HS16 Probepriifung Aufgabe 4

1 3
v 1

Betrachten Sie die Matrix A :=

Bestimmen Sie eine Basis, zu der A Diagonalform hat.

Losung:

HS16 Probepriifung Aufgabe 5 Losung:

Losung:
Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte:

— 2

det (1;2 11' ):(1—,:}2—;52:(1—2)%1.

Somit sind die Eigenwerte von der Form 1 + w wobei w? = —1, d. h. w = . Also sind
die Eigenwerte A; = 1+ 4 und A; = 1 — 4. Berechen wir die Eigenréiume:

() - 2= ()2 (00

Somit sind Eigenvektoren zu A; von der Form (zz)
2

L=Xe @ \_(id\_ (i), (11
i 1-X) \ii 00 00/
Somit sind Eigenvektoren zu A; von der Form ;h).
2

Somit hat A zu der Basis [v] = [(1) , (_11)] Diagonalgestalt.




MAT185 FS16 Probeklausur Aufgabe3:

Aufgabe

3
2
Sei A= 11
1

[ SR S o

0

1 | gegeben.

1

(a) Finden Sie eine Matrix P, sodass P~' AP diagonal ist.

(b) Berechnen sie A", fiir n € N mit Hilfe von (a).

Losung:
Lisung:

(a) Aus dem charakteristischen Polynom y(X) = =A% +5X% —4A = M(1—A)(A —4) finden
wir die Eigenwerte Ay = 0, Az = 1 und A3 = 4. Die zugehirige Eigenvektoren sind

1 —2 1
vp=|—-1]. 1= 1 und v3 = | 1 ]. Wir setzen
1 1 1

bal=

1
3

0
und mittels Ganss-Verfahren finden wir P~! = (—3
PDP~! und somit P=*AP = D, wobei D diagonal ist.

=]

Dl=tsl=tal—

). Dann ist A =
Id

——
(b) Von oben, A" = (PDP-Y\" = PDP-'PDP~.. . PDP~! = PD"P~". Wir berech-

n—mal
00
nen D" =10 1
00 4

(=l =]

El

P f A4 3.4 g
und folglich auch A™ = PD"P~! = B —242-4" 3.4 244" |
—24+2-4" 3.4" 2447

MAT185 FS11 Probeklausur Aufgabe5:

Aufgabe 5
Sei A die 2 x 2-Matrix

a) (1/2 Punkt) Ist A symmetrisch?

(
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Inverse A~! von A.

)

)
(¢) (1/2 Punkt) Berechnen Sie det(A~!).
(d) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und die dazugehérigen Eigenvektoren.
)

(e) (1 Punkt) Finden Sie eine invertierbare 2 x 2-Matrix S, so dass S~'AS eine Diagonalmatrix ist.

Losung:

(a) Nein, demnn 2 # 1.

(b) Dies geht nach der Formel:

a1 /3 -1y _ /3 -1
4 _detA(—2 1)‘(—2 1)

(c) Es gilt: det(A™1) = 1.

—1 __ =
et(A)

1-2 1\ _ .
det( 2 S—A)_A —4i+1

(d) Es ist:

Also sind die Eigenwerte Az = 2:I:\/§. Die zugehirigen Eigenvektoren ergeben sich
sofort als: (1+1\./§) und (171\‘;5)

(e) Gesucht ist die Matrix des Basiswechsels von der Standardbasis in die Eigenwertbasis:

—

§= (1 +l\/§ 1—1J§)‘




MAT185 FS08 Pruefung Aufgabe5:

-5 —4

5 Bestimmen Sie alle Eigenwerte und zugehoérige Eigenrdume von M = (—6 5 ) e M(2,2,C)

(4 Punkte)

Losung:

5 Vel letztes Jahr Pritfung Aufg. 7, Repitition Aufg. 7, dieses Jahr Blatt 22 Aufg. 4, Blatt 23 Aufg. 1.
xar(A) = X* — 49 = Spece(M) = Specg(M) = {7,-T}

( __152 :3 ‘ 3 ) L= {#7 (_31) JpT € c} = B:(M)

2 —4]0 2
( 6 1o ‘ 0 );13_7 = {#_7 (1) -7 E c} =E_7(M)

MAT185 FS09 Probeklausur Aufgabe4:

()

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis bestehend aus Eigenvektoren und diagonalisieren Sie die
Matrix A.

b) Berechnen Sie exp(A). (exp(a) =3 -4 an).

4 Gegeben Sei die Matrix

Losung:

4

a) Die Matrix A ist offensichtlich symmetrisch, kann also diagonalisiert werden und ihre Eigenrdume
sind orthogonal. Kurze Rechnung liefert fiir die Eigenwerte

(1-X)(1-2)-16=0 < (A+3)(A=5)=0 also \j=-3 und As=5,

und fiir die entsprechenden Eigenvektoren

= (1) it ().

Da wir zwel verschiedene Eigenwerte vorfinden, sind vy und vy automatisch orthogonal. Normalisie-
rung liefert die gewiinschte Orthonormalbasis

uq 1 ( 1 ) d Ug 1 (1)
V= — = — und wm=—=— .
[wi] 2 \-1 [ua] 2 \1
b) Analog zu Serie 6 mit dem Cosinus gilt fiir die Exponential-Funktion einer diagonalisierbaren Matrix

exp(A) =T~ exp(D)T,

wobei T~ gegeben ist durch die Eigenvektoren von A, und D eine Diagonalmatrix aus den Eigen-

werten darstellt. Damit gilt
i) (9000
0 exp(he))”
Da die Matrix A hier symmetrisch ist, ist die Inverse von T' gerade deren Transponierte und wir
erhalten

exp(A) T Vexp(D)T =T Yexp(D)(T— 17T

=50 )3l

1 (exp[S) + exp(—3) exp(5h) —exp[—S))
5 (=3))"

2 \exp(5) —exp(—3) exp(5) +exp(—3




HS14 Probepriifung Aufgabe 2

2 1 1
Sei B := 1 2 1
1 1 2

a) Bestimmen Sie einen vollstindigen Satz von Eigenwerten und Eigenvektoren fiir die Matrix B.
b) Hat B drei Orthonormale Eigenvektoren? Falls ja, bestimmen Sie solche Eigenvektoren.

c) Ist B positiv definit? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung: a) A1 = X2 =1,A3 =4 b) (Jada B symm.)
o = %(71’071?7 »(2) — %(71’71’2)7"’ 03 — %(1,1,1)7"

c) Ja, da alle EW > 0 sind. (oder da die Determinanten aller Hauptdiagonal-Matrizen pos. sind)
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Mr=A sk Nolkelle =
= Pdyromdivision: (A + &% -AA) [ e 4) =l agh -
> Ay ‘J\S\orl s //\) t \)
SR -+ 4
~ 4S5 i)
-1
(=97 1)
ALY
i A4 L A -a\ =
> DN 150 -4y =0 S T
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HS15 Uebungen Serie 11 Aufgabe 2
Finde fiir jede der folgenden symmetrischen Matrizen eine orthogonale Matrix, welche diese diagonalisiert.

Losung HS15 Uebungen Serie 11 Aufgabe 2
M (a) To compute the eigenvalues we determine the characteristic polynomial
ralm =2-2f-1=2"-4z+3,

hence the roots are

4+v16-12
_Tzzt].

=
Thus A; =1 and A; = 3 are the eigenvalues of A. To compute the eigenvectors of 1,
|1 1] _ |1 ]|
11 0 o’
hence vl = ﬁf—l. 1) is an eigenvector of norm 1. To compute the eigenvectors of Az, one

uses Gaussian elimination

-1 1 1 -1
1 -1 0 o]

—

Hence v = ?15{1. 1) is an eigenvector of norm 1. Let

1 [-1 1
=%l 1)
Then §is an orthogonal 2 = 2 matrix and
T |10
5 A5= | o 3l
(b} To compute the eigenvalues we determine the characteristic polynomial

FelE = (2-z) 3 -2 -2-2— ([3— 2} +412—2) + (3-z))
=(2-2)E -2 - (3-2)+4(3-2)+(3-z2))
=({3-2)((2-2)(3- z)- B)) = (3 - 2)(z" - 52) = z(3— 2){z- 5.

So the eigenvalues are 4; = 0, Az = 3, and A; = 5. To compute the eigenvectors of 4;, one
applies Gaussian elimination

2 1 1 2 1 1 20
1 3 -2({— 5 =5|— [0 1 -1].
1 -2 3 0 -5 5 00 o

S0 vl = ﬁf—l.l.]]isa.n eigenvector of norm 1. For ; we find

-1 1 1 -1 1 1 1 0 -2
1 0 -2{—={(0 1 -1 o1 -1f,

1 -2 0 0 -1 1 o0 0

—

hence v = %[2, 1,1} is an eigenvector of norm 1. Finally for A5

-3 1 1 -3 1 1 1 00
1 -2 -2{—={ 0 -5 -5}j—10 1 1},
000

1 -2 -2 o o 0
hence v = %[l},— 1,1} is an eigenvector of norm 1. Let
-1 2
TE L
s=| L L _
N
viveE V2
then
00 o
STBS=0 3 0|. MW
005

12
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Zusatz: Quadratische Formen + Eigenschaften von Matrizen

HS15 Serie 11 Aufgabe 1:

(i) Entscheide, welche der folgenden Matrizen A € R™*” symmetrisch sind und welche
nicht.

321 L s 1 23
(@) [2 1 3], (b) [_2 J, © [2 -1 3]
132 3 41

(ii) Bestimme fiir die folgenden quadratischen Formen Q die symmetrischen Matrizen A€
R3*3, 50 dass Q(x)={x, Ax) ¥ x€ R3.

(@ Qx,y.2)=2x>+3y>+2°+xy—2xz+3yz,
(b) Qlx,y,2) =8xy+10xz+x>— 22 +5)° +Tyz.

HS15 Serie 11 Aufgabe 1 - Losung:

(i) Entscheide, welche der folgenden Matrizen A € R™*" symmetrisch sind und welche

nicht.
3 21 1 2 1 2 3
2 13, ® [, @ |2-13
1 3 2 1

3 4

(a)

M (a) is symmetric, while (b) and (c) are not. /W

(ii) Bestimme fiir die folgenden quadratischen Formen () die symmetrischen Matrizen A
R**3, so dass Q(x) = (x, Ax) ¥V xe B>,

(a) Qlx,y,2)=2x"+3y* +z° + xy—2xz +3yz,
(b) Q(x,y,2)=8xy+10xz+x’—z° +5y° + Tyz.

Hill For (a) write

1 1 3 3
Qx,y,z)= {Zx+§y— z]x+|[3y+§x+ Ez]y+{z—x+5y}

and hence
2 1 -
A=| 1 3 %‘.
3
-1 3 1
Similarly, for (b) write

Qx,y.zl=(x+4y+5z)x+ (4x+5y+;z]y+{5x+;y—z}z.

and hence

A= i

= Pl L

1
4
3

(S5 RS =

14




MAT141 HS17 Serie 11 Aufgabe 2:

Entscheide, ob folgende Quadratische Form positiv definit, negativ definit, oder indefinit ist:

1 4 5 -6 -5 1
(@)A=]4 -3 0 b)B=|[ -5 —2 2
5 0 7 1 2 1
(¢) Q(z,y,2) = V22% — /322 + 2V/2xy — 8/3x2 (d) Q(x,y,2) = 22+ y* — 322 — by + 9z
Losung: (a) indefinit  (b) indefinit  (c) indefinit  (d) indefinit

Losungen HS17 Serie 11 Aufgabe 2:

1. We have (1,0,0)A(1,0,0)* =1 > 0 and (0,1,0)A(0,1,0)! = —3 < 0 and
hence the matrix A and the associated quadratic form are indefinite.

2. We have (1,0,0)B(1,0,0)* = —6 and (0,0,1)B(0,0,1)* = 1 and hence
the matrix B and the associated quadratic form are indefinite.

3. We have ¢(1,0,0) = v/2 > 0 and ¢(0,0,1) = —/3 < 0, and thus the
quadratic form is indefinite.

=

We have ¢(1,0,0) = 1 > 0 and ¢(0,0,1) = =3 < 0, and thus the
quadratic form is indefinite.

15




MAT141 HS17 Serie 10 Aufgabe 3:

Fiir welche Werte des komplexen Parameters a € C ist die folgende Matrix

a 0  01/2

0 a 1/2 0

A= / e C*4,
0 1/2 a
1/2 0 0 @

(a) symmetrisch? (b) hermitisch? (c) unitir? (d) normal (AA" = A" A)?

osung: a) Va € a € c) a £ %=1
L& Va € C b R + 3

(d) Va € C

Losungen HS17 Serie 10 Aufgabe 3:

Solution. For which values of @ € C is the matrix A

1. symmetric? A symmetric matrix defined as a square matrix that is equal to its trans-
pose: A = AT, Since the complex parameter @ only occupies diagonal elements, A is a
symmetric matrix Yo € C.

2. hermitian? A hermitian matrix is a complex square matrix that is equal to its own
conjugate transpose: A = A*. In our case, we need to verify if:

a 0 0 1/2 a 0 0 1/2
0 a 1/2 0|20 a 1/2 0
0 1/2 « 0| |0 12 & o0
1/2 0 0 a /2 0 0 a

The equality between A and its conjugate transpose is only given if, and only if oo = &,
where @ is the conjugate transpose of a. This equality is only given when e is real.

3. unitary? A unitary matrix A is a complex square matrix whose conjugate transpose is
also its inverse: A* = A~!, so that AA* = A*A =1. In our case we need to verify if:

laf® + 1 0 0 la+la
0 laf* +1 %a;— ta 0 7
0 la+ia |of" +13 0

la+la 0 0 Jaf+1

The equality is only given if two conditions are met. First, the non-diagonal elements
must vanish: 2 4+ 1a. This is only given for values of o without a real part: « € C € R,

so that Lo + Pc_x = :i(l — 1o = 0. Second, the diagonal elements must equal unity:

2 2 2

1 3 3
|a|2+1=1@|a|2=1@a=ﬂ:§i.

4. normal? A normal matrix A is a complex square matrix which commutes with its conju-
gate transpose A*: AA* = A*A. In our case we need to verify if

a 0 0 1/2 a 0 0 1/2
0 o 1/2 0]2]0 & 12 0
0 12 a 0| o 12 a o
12 0 0 a 12 0 0 a
a*+1 0 0 la+la of*+1 0 0 la+lia
0 lal*+1 la+la 0 2 0 la*+1 la+la 0
0 la+la lef+1 0o [T 0o la+le lef+1 0
la+la 0 0 |e?+1 la+la 0 0 lef*+3
]

The equality is trivial, as the non-diagonal matrix elements are sums of the same terms.
Thus, the matrix A is normal Va € C.

16




MAT141 HS18 Serie 10 Aufgabe 2:

Exercise 2 (Hermitian and Unitary Matrices)
Which of the matrices below are unitary? Which ones are hermitian? Write down the inverses of the

ones which are unitary.

—
=
e

S
Il
—

s}
I
-

3]

—
L
[

—

P il i
i 3 3
c-l=w —&= 0
.t 1t _dr
3T 3WT 3T
T T
Vi W e
b=\ %
0 -5 =&

Losungen HS18 Serie 10 Aufgabe 2:

Exercise 2 (Hermitian and Unitary Matrices)
Which of the matrices below are unitary? Which ones are hermitian? Write down the inverses of the

ones which are unitary.

EI A TV, B
N S
oI
b=l ° =
0 -7 &

Solution: There are several ways to check whether a matrix M is unitary. One of them iz to check whether
its columns form an orthonormal basis of C", with respect to the standard inner product

{v,w) =wv11 + ...+ vpilig.

If this is the case then M~1 — 77" . .
On the other hand, a matrix 1s called Hermitian if M = M.

s A has only real entries so A = AT Also, we have that AT = A. Hence A is Hermitian. But A is
not unitary, since its columns do not form a basis (A 1s not invertible).

e B is not Hermitian: We have ; . )
—- -1 T
P-4 1)

(B is however symmetric: BY = B).

17



We claim that B is unitary. Denote by, by the columns of & Again, we check the condition (1):

bubi) = 51 +i-) = 1,
(br.ba) = 3(—i+4) =0,
bz, b2) = %[:’[—i} +1) =1

Hence B is unitary, with inverse

-1 _ T _ _1 1 —1i
B -F _B_v_@(_i 1)_

o We claim that ' is unitary. Denote ¢, £z, c3 the columns of C. Again we check the condition (1):

L A W S W S W N SO S
feved=3 (-3 )+t3\-3) 3 3)=stats="

{c1,ca) = 3%,5{21:—2:) =0,

{e1.¢2) :ﬁ{m-wzf-:ﬂ-(—ﬁ]}:g—i@{—z—zuy —0,

(eren) = g1+ 1) =1,
(ea.ca) = pl=i+1) =0,
{ta.ca) = %(—:’-:’+ —i-i+4i-(—4i)) = %{1 +1+16)=1.

Hence ' is unitary and its inverse is

2i 1 i
T3 VT 3
-1 _ & _ _ 2 _ 1 [
=T =% % 37
_i 0 —di
E 3
Notice that © # C, hence € is not Hermitian.
» We have )
P (B F
B = _I':IVTﬁ ui E} ?E .D.
TVE

Hence D is not Hermitian. It is also not unitary since its columns do not form an orthonormal
basis of C¥: E.g. the first and third vector are not orthogonal to each other.

18




MAT141 HS19 Serie 10 Aufgabe 3:

Exercise 3. For which values of the complex parameter o € C is the following matrix

0 a -1/2 0

a0 0 12
A=l 42 0 0 o«
0 -1/2 a 0

< Cdxd.

symmetric, hermitian, unitary, normal 7

Losungen HS19 Serie 10 Aufgabe 3:
E:Ibﬂ:hﬂ 3. For which values of the complex parameter ¢ € C s the following matrix

0 & -1/2 0
a 00 —12

12 0 0 a
0 —1/2 o O

symmetric, hermitian, unitary, normal 7

A= g O,

Solution. For which values of @ € C is the matrix 4

1. symmetric? A symmetric matrix is defined as a square matrix that is equal to its trans-
posez A = AT. Since the complex parameter o only occurs with a positive sign in a
symmetric pattern, A is a symmetric matrix Yo € C.

2, hermitian? A hermitian matrix is a2 complex square matrix that is equal to its own
conjugate transpose: A = A", In our case, we nead to verify if:

0 a —1/2 0 0 & -1/2 0
o 0 0 -12]+]| a 0 0 —1/2

-1/2 0 0 a |~ |-12 0 0 &
0 —12 0 0 -1/2 a 0

The equality between A and its conjupate transpose is only given if, and only if @ = &,
where & is the conjugsate transpose of . This equality is only given when o is real.

3. unitary? A unitary matrix 4 is a complex square matrix whose conjugate transpose is
also its inverse: A" = A~ so that 44" = A4 = 1. In our case we nead to verify if
la*+1 0 0  —Refa)
0 laf* +§ —Re(a) 0 21
0 —Refa) jaf+: 0 |
—Re{n) O 0 Jaf*+1

The equality is only given if two conditions are met. First, the non-diagonsl elements
must vanish: —Re{a) = 0. Thus, the real-part of o is zeroc o = da,a € R. Second, the
diagonal elements must equal unity:

L& matrizx 4 £ U9 iy s=id to be normal if

AA"=A"A
where A denotes the conjugate transpose of A.

1 3
jaf + =1 faf =3 a= :I:%i.

4. normal? A normsal matrix A is & complex square matrix which commutes with its conju-
gate transpose A" A4" = 4" A In our case we need to verify if

la*+4 0 0 —Refa) e+ 0 0 —Rsja)

0 Jaf+1 —Refx) 0 t 0 Jaf+1 —Ref@) 0

0 -Refo) joff+1 0 |7 | 0 —Refe) |ef'+1 0O .
—Re(a) O 0 Jof+3/ \-Refa) 0 0 Jof'+3

The equality is trivial, as the non-diagonal matrix elements are sums of the same terms.
Thus, the matrix 4 is normal Yo e C.

19




MAT141 HS19 Serie 11 Aufgabe 2:

Exercise 2 Decide if the following quadratic forms are positive definite,
negative definite or indefinite.

0 8B 15
1. The quadratic form corresponding to the matrix A= { 8 0 0
15 0 0

2. The quadratic form ¢ : B2 —+ B with q(z,y) = 72 +y° — 2my.

Losungen HS19 Serie 11 Aufgabe 2:

Solution
T T
1. Let g(z,y,2)=({ v |.A|w]) that is the quadratic form associated
z z
to A. Then ¢(1,1,0) = 16 and g(1,—1,0) = —16. Therefore g is
indefinite,

(Another way to solve the exercise would be to compute the eigenvalues
of A, and find that some are positive and some are negative. The
eigenvalues are (), 289 and —+/289.)

2. We have q(x,y) = (r—y)® = 0 for any z,y € R, and thus the quadratic
form is positive semidefinite. It is not positive definite, because for
example g(1,1) = 0.

20
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Zusatz: Differentialgleichungssysteme

HS16 Probepriifung Aufgabe 5 Betrachten Sie das folgende System von Differentialgleichungen:

y1(t) = y1(t) + y2(t)

Ya(t) = 3y (t) — ya(t)

(5)

a) Bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungsystems.

b) Finden Sie die Lésung mit y; (log(2))) = 1,y2(log(2))) = 1.

Lsung: a) y(t) =a-e 2. ( jg ) +b-e%t. ( 1 ) b) y(t) = (

2t

ENEN

HS16 Probepriifung Aufgabe 5 Losung:

(a) Die allgemeine Lésung ist von der Form y(t) = "¢ mit 4 = (; _11) Um &*4

berechnen, bestimmen wir zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

det-(lgz —11—z) =2 —4=(2-2)(z+2)

Die Eigenwerte sind also 2, —2.
1-2 1 (-1 1 -11
3 —1-2)"t3 —3/7lo o

Somit ist (}) ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.

()6 )6 )

1
Somit ist ( 13) ein Eigenvektor zum Eigenwert -2
1 -1|1 0 1 -1 o 1 -1 0 10|31
(1 1 ul)_’(u fla )7 o r|-23) 7 o8

Damit kéinnen wir 4 angeben:

w1 —é et 0 % % _1 et —%e'z‘ 3 1
Tl 1) o e 2 3T e e Jl-a 3
1 3 e %™
TN\ 3 LB e

Die allzemeine Lisung ist somit von der Form

(t) = l Je2 4 B B g o
y T\ 3 gk gh oy g e)

(b) Esist

vgza 1 [ 3e 208 | g2log?)  o—Zlasi2) _ g2los()

£ = 3 | g 20mi?) _ g 2lm(2) —2leg(2) | 9.2ks(2)
_1r3.2%422 2729
T 4\3.2t_3.9% 27%2,43.92
_ 171 -15

16 L —45 40 )°
Damit folgt

pemma (L) _ L[4 _ % )
1) ") 4
Die Lisung des Anfangswertproblems ist somit
glt-log(2))4 1 _ tA—lag(2)4 1 _ et % =i e e Mg 1
1 1 1 16 \3e™ — 3 e +3e7%) |1
12t
_ (3 )
(i
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MAT185 FS11 Probeklausur Aufgabe 7:

Betrachten Sie das folgende System von Differentialgleichungen:

Y1 (t) = 3y (t) + yalt);
ya(t) = yi(t) + 3ya(t).

(a) (2 Punkte) Finden Sie die allgemeine Lésung.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Lésung mit den Anfangswerten y1(0) = 1 und y2(0) = 0.

MAT185 FS11 Probeklausur Aufgabe 7 Losung:

(a) Es handelt sich um ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten
Wir diagonalisieren also die Koeffizienten matrix:

34 1\ . B ,
det( ) 3_A)_A_5A+8_{,\_4)()._z)

Also sind die Eigenwerte A = 4 und Ay = 2. Die Zugehérigen Eigenvektoren sind
(1) und (_1, )- Damit ergibt sich die allgemeine Lbsung des homogenen Gleichungssystems

als:
(o) = (3) e+ (B) =

(b) Die Anfangswerte ergeben sich aus dem Gleichungssystem:

(o) () (t)e=(G72)

Aus der zweiten Zeile ergibt sich ¢; = ¢z und damit dann aus der ersten ¢ = %
Damit ist die Liésung des Anfangswertproblems:

n(t) = (e + ™), ya(t) = 3(e* — &),
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HS17 Ubungsserie 13 Aufgabe 3: (Tipp / Hilfe: siehe Lernkirtchen)

Given the following system of linear ODE:
yio= —3y1+2y,
Yo = —y1— 5y,
1. Give the general complex solution.

2. Give the general real solution (obtained from your result inthe previous subquestion).

Losung: 1. y(t) = a . e(—4+it (1:21-) 4b . e(m4i) (1121)

5 y(t) = a-e—it ( —2cos(t) )+b~e‘4‘ ( _2sin(t) )

cos(t) + sin(t) sin(t) — cos(t)

HS17 Uebungsblatt 13 Aufgabe 3 Losung:

Solution.

1. As usual, we first calculate the eigenvalues of the associated matrix:

and find two complex solutions: Ay = —4 + 1 and A2 = —4 —i. Next we look for the
eigenvectors: For Ap:

3 (—44+14) P C(1-i 2
~1 5 (—4+d)) N -1 —1-4
The first row gives us (1 — 2)y; + 2y = 0, so we find the eigenvector v; = (—2,1 — ).

Complex conjugating gives us the other eigenvector: va = (—2,1+ ). Thus, the general
complex solution is given by:

4 —2 - —2

2. We can obtain the general real solution by using Euler’s formula. So: et = el~4+it —
e *(cost + isint) and e** = e~*(cost — isint). We then obtain the real solutions by
combining the two in the following way:

1 1
5 (E'Xltm + Ehztﬂg) ’ E (Ehltm + E.}Lgﬂvg) ,
which gives us:

x| —2cost x4 [ —2sint
2 . ., £ .
cost +sint )’ sint — cost

The final answer is then given by:

y(t) = Cle_“( —2cost )+CZE_‘“( —2sint ) .

cost +sint sint — cost
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