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Determinante und Inverse



Wichtige Zusammenhéinge:
Fiir eine quadratische [n x n] Matrix A gilt:
det(A) #£0
< A st invertierbar
& Aistregulir & r(A) =N +(4) = Ana. lincar unabh. Vektoren
& Zeilen- und Spaltenvektoren von A
sind linear unabhangig
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Einige Rechenregeln fiir Determinanten:

Fiir quadratische [n x n] Matrizen A, A=, B gilt:

det(AB) = det(A) - det(B) — det(A™) = (det(A))m

1

det(A™) = G0

det(AT) = det(A)

A eine [nxn] Matrix — det(AA) = A" - det(A)
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Determinante einer 2x2 Matrix

a b . .
J ) definieren wir

c

FiirA—(

detA=a-d—c-b
Beispiel
—11

A:( “) = det(A)=3-1—(-1)-4=3+4=7
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Determinante einer 3x3 Matrix

Regel von Sarrus:

ail ai2 a3 aill ai2 ail a2 ais aii ai2

az1 az2 a3 a1 a2 - az1 az2 a23 a1 a2

asi as2 ass asi asz2 asi as2 ass asi asz2
Beispiel:

1
-1 2 1|-1 2 =0+2+0-0-0—- (-4 =6
1
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Determinante mit Entwicklungssatz von Laplace:

det(A) = iaij . (71)i+j . det(AU)

e Beispiel: Entwicklungssatz von Laplace:

1 -1 1 1
o 2 0o 2 2 -1 1 1

0 2
=1.(=1)'| =5 —2 —1 |[404+042:(=1)*F| o 2 2

0 -5 —2 —1
13 3 -5 —2 -1

2 1 3 3

= 1(2)-2:(-2) = 6
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Inverse einer Matrix berechnen:

Inverse einer 2x2 Matrix:
a b 1 d —b
A= = Al= .
(c d) det (A ( )

Inverse einer nxn Matrix:

~

(A| I,) umformen zu (I,, | A™')
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Gauss-Umformungen und Determinante:

e Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren:
— Determinante bleibt gleich
(analog bei Spalten)

e Vertauschen zweier Zeilen:
— Determinante dndert das Vorzeichen!

e Multiplizieren einer Zeile mit A:

— Determinante wird -\ vergrossert!

Det 7 www.mathcourses.ch/mat141.html
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Determinante und Inverse



Determinante und Inverse

Vorzeigeaufgaben:

Bestimmen Sie fiir welche a € R die folgende Matrix invertierbar ist und berechnen Sie deren Inverse:

Ao acos(z) —sin(x)
a asin(x)  cos(z)
Bestimmen Sie ob folgende Matrix invertierbar ist und berechnen Sie falls moéglich die Inverse.
Berechnen Sie det(2B)!°.

o)

I

o

no
=N N

HS15 Uebungen Serie 1 Aufgabe 4

Berechne die Determinante folgender Matrizen

Losung: det B=—a(l4+a) det D=0

HS15 Uebungen Serie 4 Aufgabe 4i)
25

Berechne die Determinante von A = | —1

= = O
=

Lésung: i) det A = —1

HS15 Uebungen Serie 3 Aufgabe 1

Bestimme, welche der folgenden Matrizen regulér sind und berechne deren Inverses.

1 2 —2 1 2 2

A= 0 -1 1 B = 0 2 -1

2 3 0 -1 0 -3
1 2 0
Losung: det A = —3 — A reguldr und A7 = —2/3 —4/3 1/3
—2/3  —1/3 1/3

det B = 0 — nicht invertierbar.

Fiir einen gegebenen Winkel a betrachte man die Matrix M. Berechne die Inverse M 1.

sin « Ccos &
M=7 .
—cosa  sina

. . —1 _ 1 sin(a) — cos(a)
Losung: M~ ==z ( )

cos(a) sin(a)
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Lineare Gleichungssysteme



Beispiel LGS 16sen: 1. Erweiterte Matrix

Gleichungssystem:
A-x =0
—_—
r1 — T2 =1
21 — 2x9 + 3x3 =5
— 3x2 + 9x3 =0
1 -10]1
= erweiterte Matrix (A|b) : 2 235
0-39|0
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Beispiel: 2. Zeilenstufenform + 3. Gl. 16sen:

1 -101|1 1 -1 01

2 —23]5 72 —-2-71 0 0 3|3 72 <> 73

0-39]0 Z3: (=3) 0 1 -31]0 73 + 72

1 —-101|1 71 + 72 100| 4 ry = 4

0 10]3 72 <+ 73 0103 = x2 =3

0 03]3 Z3:(-3) 0011 z3 =1
—

r(A)=3 ”pivots”

=L={(431)} mit dim(L) =n—r=3—3=0

LGS 2
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Dimension der Losungsmenge eines LGS

dim L = n — r = ” Anzahl Variablen - Anzahl pivots”

= Anzahl frei wahlbarer Parameter

LGS Ax = b hat

e hat genau eine Losung falls r(A) =n —dim(L) =0
e hat unendlich viele Losungen falls  r(A) <n — dim(L) >0
das LGS eine Zeile hat

000 #0

e hat keine Losung falls

LGS 3
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Beispiel: Anzahl Losungen eines LGS

u#0, veR
u=0und v #0

e hat genau eine Losung, falls
e hat keine Losung, falls
e hat unendlich viele Lésungen, falls « =0 und v =0

LGS 4 www.mathcourses.ch/mat141.html

Dimension der Losungsmenge: 3 Falle

dim(L) =n —r(A) L = Loésungsmenge eines LGS Ax=b

e Fall 1: det(A)#0 <« A ist regulir

det(A) #0 < r(A)=n
dim(L)=n—-—n=20

(geometrische Interpretation: L = Punkt)

= L hat genau 1 L6sung
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Dimension der Losungsmenge: 3 Fille (Forts.)

e Fall 2: det(A) =0 und LGS unlésbar!
Das LGS hat eine Zeile: 000 | #0

= L hat keine Losung

e Fall 3: det(A)= 0 und LGS l6sbar
dim(L) =n—r(A) >0
dim(L) =1 — L = Gerade

r(4) <n

dim(L) =2 — L = Ebene

= L hat unendlich viele Lésungen
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Cramersche Regel (um LGS zu l6sen):

Ist A eine reguldre [nxn] Matrix, so hat das LGS Az = b

eindeutige Losungen & = (Z1,...,2,) mit
A det(Al)
Y17 Qet(A)

A; :  i-te Spalte von A durch b ersetzen

LGS 7 www.mathcourses.ch/mat141.html

Beispiel Cramersche Regel:
315
2

LGS (Alb) = ( o

=4 = -2
3-1-0-1 3
35
o3 det (0 R ) 6 5
QjQ = = - =
3 3
LGS 8 www.mathcourses.ch/mat141.html
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Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Vorzeigeaufgabe:

Bringen Sie folgendes lineares Gleichungssystem

X + 2z + 4dx3 = 3

—2.131 — 2332 — 51‘3 = -5

mittels des Gausschen Eliminationsverfahren in Zeilen-Stufenform (Row Echelon Form) und bestimme danach die

Menge aller Losungen.

HS15 Uebungen Serie 6 Aufgabe 3
Bringen Sie das linearen Gleichungssysteme

4

3r1 + x2 — 3z3

T + 2582 + 5173 = 72

mittels des Gausschen Eliminationsverfahren in Zeilen-Stufenform (Row Echelon Form) und bestimme danach die

Menge aller Losungen.

Lésung: L={(2+11/5z3, -2 — 18/5z3, z3), z3 € R}

HS15 Uebungen Serie 1 Aufgabe 1+2
Bringe die folgenden linearen Gleichungssysteme mittels des Gausschen Eliminationsverfahren in Zeilen-Stufenform

(Row Echelon Form) und bestimme danach die Menge aller Losungen.

1 4+ 2z + wz3 = 0
1) 2%1 + 61’2 + 3%3 = 4
20 + bSr3 = —4
X1 + 31‘2 + T3 + T4 = 3
iii) 201 — X2 + x3 + 2x24 = 8
r1T — Dbro + 14 = 5
ry — 3z + x3 = 1
) 200 + 9 — 13 = 2
iv)
T + 4.7)2 — 2x3 = 1
5$1 - 81‘2 + 2$3 = 5
Lésung: i) L ={(—4,3,-2)} iii) L = {(6 — 24,0, —2,24), x4 € R}

iv) L={(142/7-23,3/7-x3,23),x3 € R}




Vorzeigeaufgabe:

Fiir welche Werte von a und b hat das Gleichungssystem

ary, + (1ba+2)zs = 3+0b
—2x1 + (a+1)as = 5
(i) genau eine (ii) keine (iii) unendlich viele Lésungen?

HS15 Uebungen Serie 1 Aufgabe 3

Betrachte das lineare Gleichungssystem dessen erweiterte Koeffizientenmatrix gegeben ist durch

1 1 3|2
1 2 43
1 3 alb

i) Fiir welche Werte von a und b in R hat das Gleichungssystem unendlich viele Losungen?

ii) Fiir welche Werte von a und b in R hat das Gleichungssystem keine Losungen?

Losung: i)a=5,b=4 ii)a=5,b#4

Fiir einen Parameter s € R betrachten wir das lineare Gleichungssystem (LGS)

T + 3z3 + T4 = 1
To + 2(E3 = 1
(I1+s8)xy = —6

(i) Bestimmen Sie jeweils alle Werte des Parameters s, fiir die das LGS
a) keine Losung hat
b) eine Losungsmenge der Dimension 2 hat,
¢) eine Losungsmenge der Dimension 1 hat.

(ii) Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieses LGS fir s = 2.

Losung: i) a) s = —1 b) nicht méglich ¢) s # —1 ii) L = {(3 — 3z3,1 — 223,23, —2), z3 € R} (1 Vble wahlbar — dim(L) = 1)

Gegeben ist das inhomogene lineare Gleichungssystem (LGS)

ry — 223 + x4 = 1
- x4 — T3 + x93 = 0
4dry — 2x9 + wxz + 6y, = v

wobei u und v reelle Parameter sind. Bestimmen Sie alle Parameterpaare (u,v), fiir die dieses LGS
(1) unlosbar ist (i ) genau eine Losung hat, ( iii ) eine Losungsmenge der Dimension 1 hat,

(iv ) eine Losungsmenge der Dimension 2 hat.

Losung: i) u=—6,v #4 ii) nicht méglich iii) u # —6,v €ER iv) u=—6,v =14
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Linear unabhangig & Basis



Basis

Vektorraum mit dim(V') = n.

Eine Basis besteht aus

e genau n linear unabhingigen Vektoren

d.h. det(vy vy ... v,) #0

Basis 1 www.mathcourses.ch/mat141.html

Lineare Unabhingigkeit:

v1,..., U sind linear unabhéangig, falls
A V14t A =0 = A =...= A\ =0
LGS AN=0 (= kern(A) = 0)

Linear abh.: falls das LGS unendlich viele Lésungen hat

Lineare Unabhangigkeit iiberpriifen:

vn);«éO

- sonst LGS 16sen oder von Auge vergleichen (bei 2 Vektoren)

- n Vektoren € R = det (v1 .

Basis 2 www.mathcourses.ch/mat141.html

Basis (des R™):

1) n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, (€ R™)

orthogonale Basis:

1) n linear unabhéngige Vektoren
2) v1,...,v, sind paarweise orthogonal (Skalarprodukt = 0)
orthonormale Basis (ONB):

1) n linear unabhéngige Vektoren

2) v1,...,v, sind paarweise orthogonal (Skalarprodukt = 0)

3) alle Vektoren haben Lénge 1 (= normiert)

Basis 3 www.mathcourses.ch/mat141.html

Skalarprodukt = inneres Produkt (-, -):
(v, w) Zvi-wi (v, w) Zvlm (v,w € C)
i=1 i=1

allgemein gllt fiir ein Skalarprodukt (-,-) (= inneres Produkt):

e v und w sind orthogonal < (v,w) =0

e Linge von v = ||[v|| = v/(v,v) normiert: ﬁ
v
__(vw) : .
° COS(QO) = —————— (Winkel 0 < ¢ < 7 zwischen v und w)
o[ ffel]
Basis 4 www.mathcourses.ch/mat141.html

Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt:

Basis v1, ..., v, gegeben, ist aber nicht orthogonal:

w1 = V1

o {wiv9)
W2 = V2 = T wn)

j—1
. (wi,vg) s
wJ—UJ—mel firj=2,...n
i=1
Vektoren normieren: wj - Hli'll — ONB

Basis 5 www.mathcourses.ch/mat141.html

Beispiel aus alten I"Jbungen:

e {(3) ()

To find an orthonormal basis of this eigenspace, we set

1
wy = 1/‘/5 (*1) s
0

and find wy/ such that wa/ = vy + Avs and (v;, wer) = 0. This gives us

1 1 1
O:((—l),(—1)+)\(0)):1+)\—(—1):2+)\,so/\:—2
0 0 ~1

and wo/ = [ —1 |. We normalise this vector and get

2
—1
wy=1/6-1],
2

Basis 6 www.mathcourses.ch/mat141.html

Basiswechsel / Basiswechselmatrix:
Koordinaten eines Vektors sind (bis jetzt immer) gegeben fiir
Standardbasis [e] (=Einheitsvektoren)

im R? : [e] = [(1,0,0)7,(0,1,0)T, (0,0,1)7]

Neue Basis [v] = [v1,v2,...,v,] gegeben

— Koordinaten desseiven vektors flir neue Basis [v] berechnen(!)

via Basiswechselmatrix: Id[von alter Basis]—[zu neuer Basis]

vn) (Matrix bestehend aus neuen Basisvektoren)

L Id[v]—>[e] = (Ul V2 ...

Basiswechsel 1 www.mathcourses.ch/mat141.html

Vektor in neuer Basis [v] darstellen:

Koordinaten von w gegeben (fiir Standardbasis [e])

w’ = Koordinaten von w fiir neue Basis [v]:

1) Idp,)— ¢ invertieren (fiir andere Richtung)

= (’Ul V2 ... ’Un)il

= Iy = (Tdp) o)
Falls [v] eine ONB ist: (Id[v]é[e])il = (Id[v]ﬂ[e])T
2) Koordinaten w’ fiir neue Basis [v] berechnen

Idie) 1) - wiy = w],; =’

Basiswechsel 2 www.mathcourses.ch/mat141.html
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Linear Unabhangig und Basis

Vorzeigeaufgabe:  Bilden folgende Vektoren eine Basis von R3?

Lisst sich der Vektor b = (5, —2,2)T als Linearkombination von a("), a(® und a(®) darstellen?

2 3 1
a® =10 , a® =1 _9 ) a® =9
1 1 1

HS15 Uebungen Serie 3 Aufgabe 3

i) Entscheide, ob o = (1> , a® = ( 3 ) linear abhangig sind.
1 —1

1 1
ii) Wenn moglich, stelle b = ( ) als Linearkombination von o™ = ( ) und a(® = < s ) dar.
9 1 -1

Lésung: i) nein, linear unabhingig i) 7-a® —2.a® =p

HS15 Uebungen Serie 4 Aufgabe 1  Entscheide, ob folgende Vektoren in R? linear abhéingig sind oder nicht

1 0 1 1 -1
ii) a) = 11, a?) = 4 |, a® =10]. i) e =129 , a® = 1
—1 -3 3 1 3
Loésung: ii) lin. unabh.  (det # 0 oder Gauss) i) linear unabhéngig

HS16 Probepriifung Aufgabe 1  Betrachten Sie die folgenden Vektoren im R3:

1 1 1
SCON (NN IC N P IHC )
1 1

a) Fiir welche Werte von a,b € R ist [v] = [v), 0 0] eine Basis des R3?

b) Fiir welche Werte von a,b € R ist [v] = [v(l), v, 0(3)] eine Orthogonalbasis des R3?

c) Seien a,b € R so, dass [v] = [v), v v3)] eine Orthogonalbasis ist (vgl. (b)).
Skalieren Sie die Vektoren v(M),v(® v(3) so, dass die skalierten Vektoren eine ON-Basis bilden, und bestimmen Sie
die Koordinaten von u = (1,1,1)T beziiglich dieser ON-Basis.

d) Seien @ = 1 und b = 0. Bestimmen Sie den nicht-orientierten Winkel zwischen v(?) und v®).

Lésung: a)a €R,b#1 b)a=0,b=-1
c) 1/v3-v®M 1/v6 - v ,1/v/2-v®  Koo.: (1/v3,4/6,0)
d) arccos(v3/2) (= 7/6)




HS09 Uebungen Serie 12 Aufgabe 3

Seien vy, ve,v3 € R* gegeben durch vy = (1,0, -3,0)7, vy = (1,1,0,0)” und v3 = (3,2, -3,0)7.

Wie gross ist die Dimension des Untervektorraums welcher von v, ve und v3 erzeugt wird?

Losung: 2

HS17 Uebungen Serie 7 Aufgabe 1

Entscheide, ob folgende Vektoren in C? eine Basis von C? bilden:

@ o= r) e 2 SR (R C N
-1+ —2—-2 2—1 2420

Losung: (a) det(vM,v(®) = 0 — linear abhiingig = keine Basis
(b) det(v(l)7 1)(2)) =1+ 67 # 0 — linear unabhingig = Basis

Basiswechsel

Vorzeigeaufgabe:

Gegeben die Basen [v] = [v), v v®)] von R? und [w] = [w™, w®)] von R? mit

Bestimme die Basiswechselmatrizen Id )¢, Id[w)—[e) und Idjej—[w)-

Bestimme die Koordinatendarstellung von z = (—1,4)7 in der Basis [w].

HS15 Ue 8 Aufgabe 2  Sei < -, > das Euklidische Skalarprodukt im R? und v, v(®) v folgende Vektoren

1 1 1
Ve V2 V3

1 — 2 (2) — (3) — 1
v - _% ’ v - 0 I v - %
1 1 1

6 V2 V3

i) Verifiziere, dass v v@ 1) eine Orthonormalbasis des R? ist.
11) Bestimme Id[v]_ﬂp] und VGI‘iﬁZiEI‘e7 dass Id[1;]—>[e] und Id[(,]_>[1,] orthogonal sind. Orthogonale Matrizen! (siehe Lernkértchen)

iii) Berechne die Koordinaten von z = (1,2,1)T und y = (1,0,1)7 als Linearkombination von v}, »(?) (),

Lésung: i) < v® o) >=4,; i) Idpy)pe] = ™, @ 3]
ist orgthogonal: Id[v]_,[e]- Id[e]—»[v] = Id[v]_,[c]~ (Id[,,]_,[c])T = I3

ii) Idje) o] - # = (—4/V6,v2,2/V3) und 1d[¢)1y) - y = (0,V2,0)
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Basiswechsel



Basis

Vektorraum mit dim(V') = n.

Eine Basis besteht aus

e genau n linear unabhingigen Vektoren

d.h. det(vy vy ... v,) #0

Basis 1 www.mathcourses.ch/mat141.html

Lineare Unabhingigkeit:

v1,..., U sind linear unabhéangig, falls
A V14t A =0 = A =...= A\ =0
LGS AN=0 (= kern(A) = 0)

Linear abh.: falls das LGS unendlich viele Lésungen hat

Lineare Unabhangigkeit iiberpriifen:

vn);«éO

- sonst LGS 16sen oder von Auge vergleichen (bei 2 Vektoren)

- n Vektoren € R = det (v1 .

Basis 2 www.mathcourses.ch/mat141.html

Basis (des R™):

1) n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, (€ R™)

orthogonale Basis:

1) n linear unabhéngige Vektoren
2) v1,...,v, sind paarweise orthogonal (Skalarprodukt = 0)
orthonormale Basis (ONB):

1) n linear unabhéngige Vektoren

2) v1,...,v, sind paarweise orthogonal (Skalarprodukt = 0)

3) alle Vektoren haben Lénge 1 (= normiert)

Basis 3 www.mathcourses.ch/mat141.html

Skalarprodukt = inneres Produkt (-, -):
(v, w) Zvi-wi (v, w) Zvlm (v,w € C)
i=1 i=1

allgemein gllt fiir ein Skalarprodukt (-,-) (= inneres Produkt):

e v und w sind orthogonal < (v,w) =0

e Linge von v = ||[v|| = v/(v,v) normiert: ﬁ
v
__(vw) : .
° COS(QO) = —————— (Winkel 0 < ¢ < 7 zwischen v und w)
o[ ffel]
Basis 4 www.mathcourses.ch/mat141.html

Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt:

Basis v1, ..., v, gegeben, ist aber nicht orthogonal:

w1 = V1

o {wiv9)
W2 = V2 = T wn)

j—1
. (wi,vg) s
wJ—UJ—mel firj=2,...n
i=1
Vektoren normieren: wj - Hli'll — ONB

Basis 5 www.mathcourses.ch/mat141.html

Beispiel aus alten I"Jbungen:

e {(3) ()

To find an orthonormal basis of this eigenspace, we set

1
wy = 1/‘/5 (*1) s
0

and find wy/ such that wa/ = vy + Avs and (v;, wer) = 0. This gives us

1 1 1
O:((—l),(—1)+)\(0)):1+)\—(—1):2+)\,so/\:—2
0 0 ~1

and wo/ = [ —1 |. We normalise this vector and get

2
—1
wy=1/6-1],
2

Basis 6 www.mathcourses.ch/mat141.html

Basiswechsel / Basiswechselmatrix:
Koordinaten eines Vektors sind (bis jetzt immer) gegeben fiir
Standardbasis [e] (=Einheitsvektoren)

im R? : [e] = [(1,0,0)7,(0,1,0)T, (0,0,1)7]

Neue Basis [v] = [v1,v2,...,v,] gegeben

— Koordinaten desseiven vektors flir neue Basis [v] berechnen(!)

via Basiswechselmatrix: Id[von alter Basis]—[zu neuer Basis]

vn) (Matrix bestehend aus neuen Basisvektoren)

L Id[v]—>[e] = (Ul V2 ...

Basiswechsel 1 www.mathcourses.ch/mat141.html

Vektor in neuer Basis [v] darstellen:

Koordinaten von w gegeben (fiir Standardbasis [e])

w’ = Koordinaten von w fiir neue Basis [v]:

1) Idp,)— ¢ invertieren (fiir andere Richtung)

= (’Ul V2 ... ’Un)il

= Iy = (Tdp) o)
Falls [v] eine ONB ist: (Id[v]é[e])il = (Id[v]ﬂ[e])T
2) Koordinaten w’ fiir neue Basis [v] berechnen

Idie) 1) - wiy = w],; =’

Basiswechsel 2 www.mathcourses.ch/mat141.html
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Basiswechsel



HS09 Uebungen Serie 12 Aufgabe 3

Seien vy, ve,v3 € R* gegeben durch vy = (1,0, -3,0)7, vy = (1,1,0,0)” und v3 = (3,2, -3,0)7.

Wie gross ist die Dimension des Untervektorraums welcher von v, ve und v3 erzeugt wird?

Losung: 2

HS17 Uebungen Serie 7 Aufgabe 1

Entscheide, ob folgende Vektoren in C? eine Basis von C? bilden:

(a) oD = 1+¢ , 0@ = —2+% (b) o) = 1+¢ , v = —i
—1+1 —2—-2 2—1 242

Losung: (a) det(vM,v(®) = 0 — linear abhiingig = keine Basis
(b) det(v™, v(®) =14 6i # 0 — linear unabhingig = Basis

Basiswechsel

Vorzeigeaufgabe:

Gegeben die Basen [v] = [v™), v v®)] von R? und [w] = [w™®,w®] von R? mit

Bestimme die Basiswechselmatrizen Id )¢, Id[w)—[e) und Idjej—[w)-

Bestimme die Koordinatendarstellung von z = (—1,4)7 in der Basis [w].

HS15 Ue 8 Aufgabe 2  Sei < -,- > das Euklidische Skalarprodukt im R? und v, v(®) v folgende Vektoren

_ 1 1 _ 1
V6 V2 V3

(1) — 2 (2) — (3) — 1
vl = | v =101, v = 73
1 1 1

V6 V2 V3

i) Verifiziere, dass v v@ 1) eine Orthonormalbasis des R? ist.
ii) Bestimme Id[y)—s[e) und verifiziere, dass Id[,)_; ] und Id[¢_[,) orthogonal sind. Orthogonale Matrizen! (siche Lernkirtchen)

iii) Berechne die Koordinaten von z = (1,2,1)” und y = (1,0,1)7 als Linearkombination von v, v, 4(3),

Lésung: i) <v® o) >=4,; i) Idpyj—pe] = M, @ 3]
ist orgthogonal: Id[,,,]_,[e]- Id[ﬂ]_ﬂv] = Id[“]_,[g]' (Id[1)]_>[ﬁ])T =13

iii) Id[e)—[v) - = = (—4/V6,v2,2/V/3) und Id[¢) (0] - ¥ = (0, V2,0)
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Lineare Abbildungen



Abbildungsmatrix (fiir Standardbasis [e]) aufstellen:

Abbildungsvorschrift T : (z1,...,2,)T —

(ist in der Aufgabenstellung) vorgegeben:

( Abbildungsmatrix ) - (urspr. Vektor ) = ( neuer Vektor )

Tle]—[e]

( ablesen / ergidnzen ) .

Lineare Abbildung 1 www.mathcourses.ch/mat141.html

Abbildungsmatrix fiir andere Basen angeben:

Gegeben: Abbildungsmatrix (: T[e]q[e])

T'\/'\—>[’w] = Id[e]—>[’u:] ! T[e]—)[e] -Id v]—e]

")

(invertieren)

wobei Idpy o) = (01 o

und Idpey ) = (Idp)-p)

falls [w] eine ONB ist gilt: Idigpu) = (Idju] )

Lineare Abbildung 2 www.mathcourses.ch/mat141.html

(Vorzeige-) Aufgaben dazu auf Homepage!
Abbildungsmatrix fiir Polynom-Vektorraum P,:

z" 0 0 0

. . 0 zn ! -
Standard-Basis fur P,,: | ~ .|~ |....,

. x 0

0 0 0 1

1) Vektor f & Bildvektor T'(f) in geg. Basis ausdriicken

2) Abbildungsmatrix via Matrizenmultiplikation aufstellen:
T f=T(f)

Lineare Abbildung 3 www.mathcourses.ch/mat141.html

Beispiel Abbildungsmatrix fiir P,,:
f(z)=az® +b2°2+c2+dePs
T:P3 — P, T(f) =3az> +2bz+c¢

a

1) Koeff. fiir Standardbasis: f(z) =

3.0 0 0 ¢ 3a
2) Abb.matrix: 02 0 0 =] 2
00 1 0 c

Lineare Abbildung 4

=

ISR

www.mathcourses.ch/mat141.html

Bild und Kern einer linearen Abbildung:

Lineare Abbildung f: 1V — W  ( mit Abbildungsmatrix A )

Bild(f) = range(f) :={f(z) |z €V} C W

Kern(f) = kernel(f) = Null(f) :=={x € V| f(z) =0} C
Hinweis: beide sind Untervektorraume(!) mit

Dimension vom Bild = r(A) Dimension vom Kern = n — r(A)

allg. gilt: dim(Bild) + dim(Kern) = n

Lineare Abbildung 5 www.mathcourses.ch/mat141.html

Dimension von C'4y und Basis von Cy4:

Lineare Abbildung f:V — W
mit Abbildungsmatrix A

e dim(Cy) = rank(A) = r(A)

e Basis von Cy:

r(A) linear unabhéngige Spaltenvektoren von A

Lineare Abbildung 6 www.mathcourses.ch/mat141.html
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Lineare Abbildungen



Lineare Abbildungen

Vorzeigeaufgabe:  Gegeben die Basen [v] = [v™), v v®)] von R? und [w] = [w®,w®] von R? mit

1 -1 0 L 5
W =]ol, v@=]1], s®=]p , w(U[} w(?)[}

2 0
-1 0 -1

z1
Die lineare Abbildung T sei gegeben durch T :R3 = R?, x| (m 3 )
4x1 + 2x90
3

i) Bestimme die Matrixdarstellung Tj_,[¢) beziiglich der Standardbasis [e].
ii) Bestimme die Basiswechselmatrizen Idj,—¢], Idju)—[e) und Idje)—[w)-
iii) Bestimme die Matrixdarstellung T}y [u]-

iv) Sei z beziiglich der Standardbasis [e] gegeben durch z = (1, —1,2)T. Bestimmen Sie die Koordinatendarstellung

' beziiglich der Basis [v] von z. Berechnen Sie T'(z) in beiden Basisdarstellungen als Tjej— 2 und Tiy)— [y’

HS15 Uebung 7 Aufgabe 4 Betrachte die Basis [v] = [v™), v, v®)] von R? und [w] = [w™, w®] von R? mit

1 1 —1
W= Lol v@o o], w®= |1 w(1>:[1}7 w@g[ﬂ
—1 —1
—1 1 1
Berechne die Matrixdarstellung von Tj,)_,[,,) von
Tl 9 1
DT:R3 5 R2, || |70 i) T:R3 5 R2, || = [0
T1 T1+ 3
xrs3 xr3
Lésung: i) Tlo)o[w] = Lﬂl _34 ﬂ i) Tlo)ow] = tl _13 fJ
HS15 Uebungen Serie 7 Aufgabe 3 Betrachte die folgenden Basen von R?
1 1
le] = [e®, e, ] = [, V)], [w] = [, w), wobei w® = [ ] = l ] |
1 —1

Sei f : R? — R? die lineare Abbildung mit Matrixdarstellung fle)=le] = [1 2] .
3 4

1) Bestimme Id[v]a[e] und Id[e]ﬁ[v]-
ii) Bestimme f[v]%[e] und f[v]_>[v].

iii) Bestimme fly)—[w]-

Losung: i) Id[u]%[e] = ’7(1] Ow = Id[e]*}[v] ii) f[u]*,[e] = ’7421 :j und f[u]%[u] = "4 kj iii) f[w]%[w] = ’7_5 71“

2 0
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Komplexe Zahlen



Fundamentaler Satz der Algebra:

Jedes Polynom p(z) = Z a2 vom Grad n > 1
k=0

mit komplexen Koeffizienten ag, ay,...,a,

hat ( ) immer n Nullstellen und

kann gschrieben werden in der Form: p(z) = a,, H (z — zp).
k=1

Bsp.
p(z) =22-22242=1-(2—0)-(2 —1)-(z — 1) = 2L - (1)

Komplexe Zahlen 1 www.mathcourses.ch/mat141.html

Bsp. quadratische Gleichung:
p(z) =22 — 22 +2
hat Grad n = 2 und somit in C genau 2 Nullstellen™:

a=1,b=-2 c=2

24v—4  2E£V4i2  2+2i
2 o 2 2

Mitternachtsformel:

~(-2)% /P8
2

-z =22 =1+

= komplex konjugierte Losung zo =21 =1+i=1—1

Komplexe Zahlen 2 www.mathcourses.ch/mat141.html

Komplexe Zahlen:

02 =-1
e Kartesische Koordinaten: z=a+t% = _a —+1i-_ b
~— ~
(Normalform) Re(z) Im(z)
e Komplex konjugiertes: Z=a —ib

Hinweis: komplexe Losungen sind immer paarweise konjugiert!

(d.h. quadr. Gleichung mit Lés. 1 =a+i-b—z3=a—1i-b)

Komplexe Zahlen 3 www.mathcourses.ch/mat141.html

Polarkoordinaten (+— kartesischen Koordinaten):

Polarkoordinaten:  z = re*¥ (kart. Koo.: z=a+1-b)

b
( = arctan ( (arctan hat 2 Losungen!! — kontrolliere a)
a

(oder ¢ graphisch bestimmen)
mit a=r-cos(p) b=r-sin(yp)

Komplexe Zahlen 4 www.mathcourses.ch/mat141.html

Gleichung l6sen in Polarkoordinaten:

Gleichungen der Form:

w = va-+1ib

(kann rechts auch eine reelle Zahl sein — b = 0)

w" =a+1tb oder

In Polarform umschreiben! = w = Vret¥

hat n Losungen:
3 27
Wiy, W, = {/?-e"(%"’T'( _1)), k=1,...,n

(siehe Beispiel rechts)

Komplexe Zahlen 5 www.mathcourses.ch/mat141.html

Beispiel: Gleichung l6sen in Polarkoordinaten

w=+v1+1

Polarkoordinaten von 1+i=+/2-¢e"'™/4

wi=1+i = hat 3 Losungen!

w3 =

Komplexe Zahlen 6 www.mathcourses.ch/mat141.html

Bruch vereinfachen zu Komplexer Zahl:

zZ1 . Z1°22
2 227
Beispiel: 21 =3+5i, 2z0=4+42i

—i2

=
_(3450)-(4—2i) __ (3+45i)-(4—20) _ (34 + 52)+i-(5:4—3-2)
- 20

= @2 (d—2) — 42 F 22

~—

2
=209 _ 24,4 407

Komplexe Zahlen 7 www.mathcourses.ch/mat141.html

Multiplikation / Division mit Polarkoordinaten:

z1 =T1r1e"%t 29 = roet¥2

21+ 29 = (rlei"‘pl) . (74267;‘992) — 7117‘267;(‘91"!“102)

ﬂ _ ﬁei.(tpl—#’Z) oM = (T . eisg)n — . ei~(n.¢)

Z2 ]

Komplexe Zahlen 8 www.mathcourses.ch/mat141.html
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Komplexe Zahlen

Vorzeigeaufgaben:

Bestimme fiir z = 1 — 4 explizit die Polarkoordinaten 7, ¢ und berechne alle Losungen von 23 = 1 — 3.

HS18 Uebungen Serie 5 Aufgabe 2
(a) Geben Sie die Polarform folgender komplexer Zahlen an:
2 =1i—1, 20 = V3 —1, 23 =2, 24 = —1i, 25 = 2+ 2¢/3i.

(b) Berechnen Sie folgende Multiplikationen und Divisionen mittels Polarform.

Geben Sie die Resultate in kartesischer Form an!
25 Z1
2174, D) 2275, - -
22 Z4

Loésung: (a) 21 = V2e!3/% 5y = 2e7HT/0 4o =280 4, = 1€837/2 45 = 46t T/3

(b) muza=1+1 22 =2i 2025 =4V3+4i L =-1-—34

HS15 Uebungen Serie 5 Aufgabe 2

ii) Bestimme fiir z = 1 + ¢ explizit die Polarkoordinaten r, ¢ und berechne alle moglichen Werte von /2.

Lésung: i) W2ei(r/2042mi/5 0 g < j <4

Losen Sie die folgenden Gleichungen in C:

a) 422 + 82 +29 =0, b) 23 =1

5 . i T § 2T
Losung: a)z1 = —1+4 34, 22 =-1— 3¢ b)zg=1-¢"6, z=1-€6,20=1-¢"

HS18 Uebungen Serie 6 Aufgabe 4a)

. . . . 21+ iZQ = 2
Lése folgendes komplexe lineare Gleichungssystem: i
(I+d)z1+(—1)2 = 2i+2
Lésung: (i) L = {(2 — i22, 22), 22 € C}

HS18 Uebungen Serie 6 Aufgabe 4b

Berechne die Determinante fiir folgende Matrizen. Gib an, ob sie regular sind und falls ja, berechne die Inverse.

Lésung: det(A) =0 det(B)=2-i— B ' =, ( ! 7_1‘ -t ) det(D) =0
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MAT141 PVK
Playlist Zusatz-Video

Dimension bestimmen
(einer Matrix)

Homepage / Webseite:

www.mathcourses.ch/mat141.html


https://youtu.be/tEmX5cs_5XA
https://youtu.be/tEmX5cs_5XA
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MAT141 PVK
Playlist Zusatz-Video

Lineare Abbildung:
Vektorraum der Polynome

Homepage / Webseite:

www.mathcourses.ch/mat141.html


https://youtu.be/VKVlJF-80ss
https://youtu.be/VKVlJF-80ss

