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Vektor zwischen zwei Punkten:

Man rechnet immer Endpunkt - Anfangspunkt.

Beispiel: A(1,-3,3), B(-5,3,0)

—5—-1 —6
Vektor E =1 3-(-3) = 6
0-3 -3
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Lange eines Vektors:

T

Die Liinge eines Vektors Vektor 7 = | ist:

z

Beispiel: 4B = 6
-3

- ‘,@] = /0262 + (—3)2 =Bl =9

Vektorgeometrie 2 www.mathcourses.ch/mat182.html

Lange eines Vektors verandern:

Lange von ¥ um A verdndern: X\ -4

Beispiel:
Vektor AD (mit ’/@‘ =9) soll Lénge 1 haben.

= Wir miissen ﬁ mit 1/9 multiplizieren:

—2/3
zﬁ = 2/3

—-1/3

hat Lange 1.
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Paramterdarstellung einer Geraden:
g : 7= Ortsvektor + ¢- Richtungsvektor
Gerade durch zwei Punkte A und B:

g: F:O_fﬁl—&—tuﬁ

Beispiel: ~ Gerade g durch A(1,—3,3) und B(-5,3,0)
T 1 —6

g: 7=y |=| =3 |+t 6
z 3 -3
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Parameterdarstellung einer Ebene:

Ebene durch drei Punkte A, B und C:

E: F:O—z>4+t'1ﬁ+8'ﬁ

Beispiel:
Ebene durch A(1,-3,3), B(—5,3,0) und C(2,2,2)

x 1 —6 1
E:7m=| 4y |=] -3 | +¢ 6 | +s- 5
3 -3 -1
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Vektorprodukt & Skalarprodukt:

Z1 Z2
v = Y1 , W= Y2
Z1 z2

Y122 — z21Y2

Vektorprodukt: ¢ X W =| 2120 — 120
T1Y2 — Y1Z2

(ergibt einen Vektor welcher senkrecht zu ¥ und zu w steht)
Skalarprodukt: o-w = x1 - 2o+ y1 - Y2 + 21 - 22
(um Winkel zwischen ¥ und @ zu berechnen)
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Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren v und :

-
@ = arccos | ==
9] [s]
—6 1 1
Beispiel: w1 =| 6 |.@=| 5 |.@%=| -1
-3 -1 —4
—

T 53 =-6+30+3=27, |5} =09, |5| = V2T = cosT! (3/V27) = 54.74°

J

T

Rechter Winkel <= Skalarprodukt = 0:

T3 = —6—6412 = 0 — cos~ ! (0) = 90°, d.h. rechter Winkel zw. 37 und o3
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Vektorprodukt braucht man um:

e Die Flache eines Dreiecks ABC' zu berechnen:

Flache A = m

e senkrechten Vektor zu ﬁ , /T(j” berechnen:

(z.B. Normalenvektor 77)

ﬁ:ﬁxﬁ
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Koordinatengleichung einer Ebene:

ar+by+cz+d=0

wobei ( ‘Z ) = 1 = Normalenvektor

1. Normalenvektor — a, b, c bestimmen
2. Punkt in Koordinatengleichung einsetzen
3. Gleichung nach d auflésen

= Koordinatengleichung der Ebene
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Koordinatengleichung einer Ebene:

Beispiel: Ebene E durch A(1, —3,3), B(—5,3,0) und C(2,2,2)

1. Richtungsvektoren @, ﬁ — = 1@ X ﬁ:

_6 1 9
6 X 5 = -9 = a=9,b=-9,c= —-36
-3 -1 —36

2. Aw=1,y=—3,2=3) in 9z — 9y — 36z + d = O einsetzen:

3. 9427-1084d=0 — d=712

= E: 92 —9y—36z24+72=0 :9 — E: zc—y—424+8=0
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Schnittpunkt einer Geraden und Ebene:

1. Gerade zusammenfassen:

1 6 1+ 6t x

2 [+t —a |=| 2-4at [=] w

3 5 3 + 5t z
2. Ebene in Koordinatengleichung az + by +cz+d =0
3. Fiir z,y, z die Koordinaten der Geraden einsetzen

4. Gleichung nach ¢ auflosen

5. Losung in Gerade einsetzen — Schnittpunkt
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Schnittgerade zweier Ebenen:

1. Koordinatengleichung der Ebenen — ni, ns
2. Vektorprodukt von n7 X 15 := v = Richtungsvektor
3. Punkt auf Schnitttgeraden (= Ortsvektor). Z.B.:

e 1 Vble frei wahlen, z.B. z =0
¢ in Koordinatengleichungen einsetzen

e — 2 x 2 Gleichungssystem 16sen — Punkt
e = Parameterdarstellung der Schnittgeraden
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Neigungswinkel zw. einer Geraden und Ebene:
1) Richtungsvektor der Gerade bestimmen (=: 7)
2) Normalenvektor der Ebene bestimmen (=: 77 )
3) Neigungswinkel:
@ = arcsin (M) = 90° — arccos (I?‘@‘)

o]

Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen:

1) beide Normalenvektoren (77 und n3) bestimmen

2) Schnittwinkel = ¢ = arccos ( |71 175 )

[n]-[ri2]
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Abstand zweier Punkte A und B:
A(mlayhzl)y B($27y2,22)

Abstand = \/(xg —x21)2 4+ (y2 —y1)* + (22 — 21)?

Abstand von Punkt A zur Ebene E:
A= (xz1,11,21), E:ax+by+cz+d=0:

laz1 + byr + cz1 + d|

va?Z + b2 + 2

Abstand =
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Fir alle die die Lernkartchen gerne gemeinsam anschauen wollen:
In folgendem Video gehe ich die Lernkartchen Schritt fiir Schritt durch:

https://youtu.be/1D5-j0PdDxM

(findet ihr aber auch in der Playlist, wo alle Zusatz-Videos und Podcast-Aufzeichnungen drin sind)



Vorarbeit - Vektorgeometrie Grundlagen

Rep-HS15 - Aufgabe 1h) :
Die Vektoren €1, & seien definiert als €; := (5,0,0) und &5 := (0,2,3). Welchen Vektor erhélt man, wenn man das

Kreuzprodukt von €; und €5 bildet und den resultierenden Vektor noch um den Faktor 3 streckt?

Losung: (0, —45, 30)T

HS17 - Aufgabe 2a): Gegeben seien neben Ursprung O(0,0,0) auch die Punkte A(1,1,1) und B(0,2,0).
Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren OA und OB.

Losung: a) ¢ = arccos(1/v/3)

Rep-HS15 - Aufgabe 2
a) Berechnen Sie die Fliache des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0,1), (0,1,0), (0,0,3).

b) Geben Sie die Cosinus’ der drei Winkel des Dreiecks an (kiirzen soweit moglich).

Lsung: a) 1 b) in (0,0,1): cos(a) = 7;/5 = 7%
in (0,1,0): cos(B) = ord— = 2 in (0,03): cos(7) = A=

HS12 - Aufgabe 2

Wie lautet die Gleichung der Ebene, welche durch die drei Punkte A(0,0,1), B(0,1,0) und C(1,0,0) geht?

Losung: z+y+z—1=0

Rep-HS13 - Aufgabe 2: Wir legen durch die drei Punkte (1,0,0),(0,1,0) und (0,0, 1) eine Ebene.

a) Machen Sie dazu eine Skizze und geben Sie einen Normalenvektor der Linge 1 zur Ebene an (Herleitung wegen
schoner Zahlen und Skizze nicht nétig).

b) Geben Sie noch einen zweiten, anderen Normalenvektor der Linge 1 zur Ebene an.

¢) Wie sieht die Ebenengleichung aus?

d) Welche Winkel hat die Ebene zur zy-Ebene? [Es ist nicht 45!; sie kénnen den trigonometrischen Ausdruck stehen lasssen]

T T

v . - 1 1 1 1 1 1
Losung: a)"7<\/§’ Ve \/5) ( VANV \/§>
crx+y+z—1=0 d)a—arccos( 13) arcsin (@)

HS15 - 1-Minuten Fragen :
b) Sie haben 2 Vektoren @ und b. Beschreiben Sie in natiirlicher Sprache, in welchen Fallen das Skalarprodukt O ist.

c) Folgt aus @b = a¢ dass auch b = ¢? Wenn ja, beweisen Sie es, wenn nein, geben Sie ein einfaches Gegeneispiel an.

Losung: b) wenn @ oder b Nullvektoren sind; Oder @ L b (senkrecht)

c) Nein! (nicht wenn @ der Nullvektor ist)
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Rep-HS15 - Aufgabe 1h) :
Die Vektoren €7, €5 seien definiert als €1 := (5,0,0) und & := (0,2,3). Welchen Vektor erhilt man, wenn man das

Kreuzprodukt von €7 und €5 bildet und den resultierenden Vektor noch um den Faktor 3 streckt?

— 5 — QS
e, =S 2 =\2
5\ C 02 -0-2 o
K“e»z‘)ﬁoc)uk\- ——'Vefdvr?s‘oc.ok\- 2 - % = |0-0-572 = 185
@

o @)
omn den Foldkor 2 shrecken -~ "X (]c,) = ( 30)



HS17 - Aufgabe 2a):  Gegeben seien neben Ursprung O(0,0,0) auch die Punkte A(1,1,1) und B(0,2,0).
Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren OA und OB.

\,\Ii\n\ke.\ B\ . 2 Vel ¥o ren . Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren ¢ und :
U__e,vn\& S\A C—\‘\Q—i\\ ( = arccos (%)
v |

Sko\\crprocl\)k\' 3‘\7\) : (A\o(g> T A0 + A} A0 = 0
) @) i

L_ar\fﬁq_ eines \elrors - ‘(ﬂ ‘ = \\ml sl rwt =\ 32

‘@\ ‘“—*\0\1*(‘)}1‘\ o =\ =9

g8 4) y (_\
R = arccos ( = = QrCccos (ﬁ = Cos

A
=
G A-G
2 - R -]



Rep-HS15 - Aufgabe 2 :
a) Berechnen Sie die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0,1), (0,1,0), (0,0,3).

b) Geben Sie die Cosinus’ der drei Winkel des Dreiecks an (kiirzen soweit moglich).

A X AC
Flache. o Dreteck ARC - 2

o) =B AB=(175) od A2 -(829)

@) 3 - A

— (5)=(2) - (§)

(?\j\\ X(%—\‘ _ |(§) | __“\}b,\lﬂo}Jr(O\l

\

=

2 2 2

S (O\
(_"4\ e 0-0 + A0} ()2  _ 2 4
® C@s(x)-: ﬁ .o = = -2 :_ET —_?l '=Cos\o<\
baw. o =cos ’:é
o C'W
('/4\\ ) (’s 00 4 )0+ A2 u
s coslp) = &g~ = - o = & = cos(P)
b, = ofccos (%\
1
Co.s" <‘13T
¢ 0\
@) a [A
(-2\ (‘3 QO +to +6 2
scosly) = 2w = 2w ~Twe =Cesly)

..l::/\

2w 3= cos’ (——3—33



HS12 - Aufgabe 2:
Wie lautet die Gleichung der Ebene, welche durch die drei Punkte A(0,0,1), B(0,1,0) und C(1,0,0) geht?

l

\400rcl‘m \e‘\c}\urca-. Ox *\D\/ +tc2 +d =0

a —
At (b\:ﬁ’ =/:—€> = AC

c

"-N TCEA

o -0 A4 -9
4 - O c - O
Q- 4 O - 4

\,_T,__J\_T_J

A-(A) - 00 ~A .-
Gl ) B e
A -4 0-0 -~ 4.4 -1 e -A

e =<l &

—> K%FC&‘tﬂ&w\g\é\d\ma der Elene dorch A)PD,C’

(=4 x % ()Y + N2 +d =0

—X Ty 2 rd=0

- d \Pcraosp\'w\chv\ dusch einsetzen eines Ponkles (2) h

R

A= (%“-(;\—»—o -0 -44d =0 | +4
d = A

=2 Woo-6l. + —x-y~-2+A =0
\

Mirvel s N éme. Worrelkte Losu .

O\oex :Be&eb \]'\e)&\oc)r\e, dovon \sX aerauso !

Denn es ‘=t ya ene Glet ,
dh, kann man belidoia (o eiden Seiten) mulHFlizi even

Uf\d V&Cl\\"i b\e,'\blc c&z_r :\mmf O = C)./>Q
b&]).d’)]'j& thl



o)

Rep-HS13 - Aufgabe 2:  Wir legen durch die drei Punkte (1,0,0),(0,1,0) und (0,0,1) eine Ebene

) Machen Sie dazu eine Skizze und geben Sie einen Normalenvektor der Lange 1 zur Ebene an (Herleitung wegen
schoner Zahlen und Skizze nicht nétig).

) Geben Sie noch einen zweiten, anderen Normalenvektor der Lénge 1 zur Ebene an
¢) Wie sieht die Ebenengleichung aus?

d) Welche Winkel hat die Ebene zur zy-Ebene? [Es ist nicht 45!; sie kénnen den trigonometrischen Ausdruck stehen lasssen]

x L ox
N
A
>
A y
. o — A G -4 A -4 A -0 A
- |N -0\ x[O-0C - | A |X| O —_0~(-/\\\._(4
n O-—O j\_o o A O‘L"\.\ A

1 1
Hek L’argc, \) A & (A UT

v)
2

ARz
=> o~ Fakdor (& kiczen - ( 5

A/ﬁ
ANz
b} 2 Nelder erk C’_ Q-"\\OSZ—SC\_élt z S %
(c)\m ordese \lor‘ie\ chen ) %
A
A
_4/5 ﬁ’- > P}’
S A
nz_ = ‘4/6
_./l/@
. R ﬁ >
ﬂéﬁme \\C).)er n‘-('\ = 3 47('\'4}’\'4 _&*d =0

(1,0,0) einseleen => A4 xA-014-0+d=0 = d --4

—» \leo.- G\e\cl\ung AN ry r2—-41-=0




d) Welche Winkel hat die Ebene zur zy-Ebene? [Es ist nicht 45!; sie kénnen den trigonometrischen Ausdruck stehen lasssen]

d} Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen:

1) beide Normalenvektoren (77 und 7%) bestimmen

2) Schnittwinkel = ¢ = arccos ( @:lél)

[n1
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1\3 Xy-E\aene }'Y;& a s Morrwa\c,n\{e,k]cor
(,’ Senkiecht avl beide R‘IC)'\)VUV‘jS'\[e,\<)CoA QJ\B
die R'ld\%\ma parallel 2o 2-Adhse | ol\se 2B (&)

EE‘A\. (’?\ = OfCces % = Cos (%)
3 -

’L) \'g = avccCeos



HS15 - 1-Minuten Fragen :

b) Sie haben 2 Vektoren @ und b. Beschreiben Sie in natiirlicher Sprache, in welchen Féllen das Skalarprodukt O ist.

¢) Folgt aus @b = dé dass auch b = ¢? Wenn ja, beweisen Sie es, wenn nein, geben Sie ein einfaches Gegeneispiel an.

b> DO{S C;\'(C\\O'f\?foéuk¥ 0. 2 \Ie,k)tore,v\ ek O ,
wenn dec \Jinkel 2w, den eiden Vekdoren 0 st
Nse die 2wer Winkd cenkredht ofernander stehen.

Theoreisdn ~o 5\'\ e AosrohmesiooXion -

Mind. @iner der beiden  Velhorem sk de 6

- 2 - >
C> a"\b ——3~2 #’b':C

\/‘\e,\e. %-Q\\&QA\“GQ&J\\OO‘[SP‘\@\C (\)e_nkbqr B

A 4 C)

} 8‘1(/}\\ LA \D’(ﬁ‘\ =>3~1=O\'/\—J\ =0
- A

Oloec Qv C“‘(‘;\ ‘\q* 22=A-130 = 0O

>0

s (5)-E )

- Nnoch e,‘&ns{olc&\cv | \dee von Vor]/‘ef‘\&{r Te;\\qoygge)oe_ Y Qor\dcrga“ :

—8\‘—‘- (%\ ’——’-7 3\'?/ -\.5 '\W\C\' %\é\(]q O (—Q:J\' 0“.4. V )



